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EXISTE MAS NAO SE EXIBE: UM CONJUNTO NAO-MENSURAVEL

RESUMO

A nocao de Conjunto Mensuravel € preponderante para o desenvolvimento do conceito de
Integral desenvolvido por Lebesgue. O estudo feito por ele possibilitou um alcance de
resultados que a nogéo de Integral de Riemann n&o permitia. Um exemplo desse alcance
€ 0 aumento significativo do conjunto das funcfes integraveis, vale citar, o classico
exemplo da funcdo caracteristica dos irracionais em [0,1] dada por f(x) = 1, para x
irracional, e f(x) = 0, caso contrario, que nao é integravel a Riemann mas o € a Lebesgue
(vide [2]). Os exemplos de conjuntos ndo-mensuraveis sdo obtidos muitas vezes com
auxilio do Axioma da Escolha. Este Axioma € peculiar por seus resultados garantirem
existéncia de objetos sem os exibir explicitamente.

PALAVRAS-CHAVE: Conjunto Mensuravel. Conjunto Nao-Mensuravel. Lebesgue.

1. INTRODUCAO

Em nosso trabalho pesquisamos por resultados que assegurem a mensurabilidade
de conjuntos e exemplos de conjuntos ndo-mensuraveis. Essa pesquisa evidencia algo
curioso: todos os exemplos que obtivemos de conjuntos com a propriedade de né&o-
mensurabilidade foram obtidos via Axioma da Escolha.

O interesse na busca por exemplos desse tipo de conjunto foi motivado pela
ampliacdo do conjunto das funcdes integraveis. Mais especificamente, a dificuldade
inerente a exemplos de func¢des para os quais nao estd definido o novo conceito de
integral introduzido por Lebesgue (Figura 1), relaciona-se com a busca por exemplos de
conjuntos ndao-mensuraveis. Dado que, para cada conjunto ndo mensuravel, temos uma
funcdo ndo- mensuravel [BARTLE, R. G., 1995].

Figura 1 - Henri Lebesgue (1875-1941).

Fonte: ienceworld.wolfram.com/biography/Lebesgue.html 2017
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De modo geral, propomos apresentar a no¢do de Conjunto Mensuravel, mostrar
uma classe de subconjuntos que sdo mensuraveis a Lebesgue e alguns resultados que
asseguram a mensurabilidade de um subconjunto da reta. Por fim, apresentar um
exemplo de um subconjunto que ndo € mensuravel a Lebesgue [DE BARRA, G., 2003].

2. METODOLOGIA

A pesquisa para a realizacao desse trabalho foi, essencialmente, bibliogréfica.
Para os conceitos e resultados apresentados utilizamos, principalmente, as referéncias
[BARTLE, R. G., 1995], [DE BARRA, G., 2003] e [ISNARD, C., 2007]; da referéncia [LIMA,
E. L., 2014] foram retirados alguns exemplos. A ideia para realizagcdo desse trabalho
surgiu de uma iniciacao cientifica cujo tema é Estudo de alguns conceitos da Analise Real
— Introducédo a Teoria Medida e Integracdo. Estudo esse realizado sob orientacdo do
professor Daniel Cordeiro de Morais Filho, Professor titular da UAMAT, Tutor do Grupo
PET-Matematica UFCG e também orientador do presente trabalho

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicialmente, seguem as definicbes dos conceitos que estdo presentes neste
trabalho (Figura 2) e (Figura 3).

Figura 2 — Definicdes de conceitos preliminares ().

ﬁefinigéo 1: Uma colegao € de subconjuntos de um conjunto néo-vazio X é dito o-Algebra
se

), X €C;

Il) Se A € C, entdo A° € C;

) Se {4, },en € uma colegdo de conjuntos em €, entdo U,y 4, € C.

Definigdo 2: Uma medida € uma fungdo u: ¢ — R, com € uma o-Algebra de subconjuntos
de um conjunto X, tal que

) u(@) =0;
) u(E) = 0,VE € C;
\ M) u(U, ey An)) = X 1(4;), onde {4, },en € uma colegdo disjunta em C. /

Figura 3 - Definicdes de conceitos preliminares (lI).

B Gefinigﬁo 3: A Medida Exterior de Lebesgue, ou Medida Exterior, de um subconjunto X © @
I E| & definido como .

m(X) = inf = (Y| X © Upenlnl.
onde [, sdo intervalos abertos.

A c R, vale que



Il Encontro de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
1] ENéCT 26 a 28 de Marco de 2017 — UEPB — Campina Grande, PB

A classe dos conjuntos Lebesgue-mensuraveis tem a estrutura indicada na
Definicdo 1 (Figura 2) e a fungdo medida exterior m a indicada na Defini¢cao 4 (Figura 3).
Os resultados que seguem mostram como podemos obter exemplos de conjuntos
mensuraveis.

Resultado 1: Se um conjunto tem medida exterior nula, entdo é mensuravel.

Este resultado implica que todo conjunto enumeravel € mensuravel, porquanto tem
medida exterior nula [LIMA, E. L., 20014]. Assim, por exemplo, o conjunto dos numeros
racionais e dos inteiros sdo ambos mensuraveis.

Resultado 2: Todo intervalo é mensuréavel.

O Resultado 2, por sua vez, nos permite concluir que todo conjunto aberto da reta,
gue pode ser escrito como unido enumeravel de intervalos abertos [LIMA, E. L., 20014], é
mensuravel. Com isso, também os conjuntos fechados da reta, como complementares de
abertos, sdo mensuraveis.

O estabelecimento desses resultados se baseia no estudo apresentado em [DE
BARRA, G., 2003].

Os resultados e comentarios acima, junto as propriedades de uma colecdo que
satisfaz a Definicdo 1, nos induz a atribuir um perfil esdrixulo a um conjunto que nédo
esteja na categoria dos mensuraveis. Porquanto, causam a impressao de que todos 0s
conjuntos conhecidos sdo mensuraveis. Com efeito, nosso trabalho culmina com a
demonstracdo do teorema, indicado abaixo, que assegura existéncia de conjuntos que
ndo sdo mensuraveis.

Teorema: Existe um Conjunto Nao-Mensuravel.

Em a prova desse teorema utilizamos o Axioma da Escolha. A peculiaridade se da
pelo fato que, utilizando esse axioma, asseguramos a existéncia do conjunto desejado,
mas nao o exibimos explicitamente. A demonstracdo desse teorema foi feita com base na
construcéo feita em [DE BARRA, G., 2003].

Para construir tal exemplo consideramos o conjunto das classes de equivaléncia da
relacdo, em [0,1], definida x ~ y se (x-y) é racional. O Axioma da Escolha nos permite
considerar o conjunto V, que é obtido contendo exatamente um elemento de cada uma
dessas classes de equivaléncia. Esse conjunto V é o conjunto procurado.

4. CONSIDERAQ()ES FINAIS
O conjunto das funcdes integraveis, a luz da nocdo de integracdo dada por

Lebesgue, é significativamente ampliado. Em nossa pesquisa, ndo s6 o exemplo de
conjunto ndo mensuravel dado, mas todos os que encontramos séao obtidos similarmente,
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via Axioma da Escolha. Isso evidencia o qudo “raro” sdo esses conjuntos néao
mensuraveis. O estudo desenvolvido por Lebesgue possibilita uma praticidade para
efetuar célculos envolvendo integrais. Calculos esses que eram, por vezes, mais
trabalhosos com a nocao de integracdo precedente a teoria por ele apresentada.
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